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Exercice 1

On note & = (e, €9, €3) la base canonique de R?.

On considere 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base % est la matrice A donnée par :

0 -2 -5
A=|-2 0 4
1 1 0

On consideére également 1’endomorphisme g de R?® défini par :
V(z,y,2) R, g(z,y,2) = (¢ +y— 22, —+y+2)
Enfin, on pose :
u=-e —ey=(1,—-1,0) et v= f(e1)+e1.
1. a) La matrice A qui représente f donne :  f(e1) = —2e9 + €3, donc v = e; — 2e5 +e3 = (1,—2,1).

b) La famille € = (u,v,e;) contient trois vecteurs de I'espace R?® qui est de dimension 3 : il suffit
donc, pour que € soit une base de R3, que cette famille soit libre.

Soient donc z, ¥, z trois réels tels que :

x + vy + z =0 z=-1r—y=0
.0+ yu+ z.e =0ps < —r — 2y = 0 <= qr=-2y=0
Y =0 y=20

La famille & est libre, c’est bien une base de R3.

¢) On note P la matrice de passage de la base % a la base € est obtenue en écrivant les vecteurs
de la nouvelle base en fonction de ceux de I’ancienne base :

u () €1

1 1 1\ e
P:(_l —2 0) €9

0 1 0 €3

Pour calculer I'inverse de P (une matrice de passage est toujours inversible), on résout le systéme

x a
PX =Y dinconnue X = | y | et de second membre Y = | b
z c
r + y + z = a z=a—x—y=a+b+c
—r — 2y = b <= (r=—-2y—b=-b—2
Y = ¢ y=-c



2. a)

en procédant par substitutions remontantes. On obtient P~ en réécrivant les lignes du systéme
dans l'ordre, puis sous forme matricielle :

0 -1 -2 a
=10 0 1 b
1 1 1

PX =Y <

IS

=

La matrice A" de f dans la base % est obtenue en calculant les coordonnées des images des
vecteurs u, v, e; en fonction de ces derniers; on utilise notamment a loisir la linéarité de f :

o f(u)=f(er) — flea) = (0,—2,1) — (—=2,0,1) = (2,—2,0) = 2.(e; — e3) = 2u.
° f(’l)) :f<€1)_2f(€2)+f(63> = (_1727_1) = v
e v=f(e1)+ e donc fe) =v—e

Donc :

f(u)  fv)  fler)

2 0 0 U

!
A=l 0o 1 1 |v
0 0 —1/e

Dans la base %, la matrice A’ de f est triangulaire ; les valeurs propres de A’, qui sont aussi celles
de f, sont donc les éléments diagonaux de cette matrice, soit :

Sp(f) = {=1,2}

On doit ensuite calculer les dimensions des deux sous-espaces propres : le calcul des vecteurs
propres n’est pas obligatoire ici, on peut raisonner avec la notion de rang :

0 0 0
e AA—2I3 =10 =3 1 | est évidemment de rang 2 car I'une de ses colonnes est nulle, et
0 0 =3

les deux autres sont non proportionnelles. Ce rang est aussi celui de f — 2Idgs, et d’apres le
théoreme du rang :

dim Fy(f) = dim Ker(f — 2Idgs) = 3 —rg(f — Idgs) =1

3 00
e AA+1—-3=10 0 1] estégalement de rang 2, donc selon le méme argument :

000
dim F_(f) = dimKer(f + Idgs) = 3 —rg(f + Idrs) =1
Ainsi : dim Fo(f) +dim E_;(f) = 1+ 1 =2 < 3, dont f n’est pas diagonalisable.

L’endomorphisme f est bijectif car 0 n’est pas valeur propre de f.
La formule de changement de base donne tout simplement :
A'=P'AP < A=PAP!
Le calcul des images par g des vecteurs de la base canonique est immédiat :
gler) = 9(1,0,0) = (1,0,-1), g(e2) = g(0,1,0) = (1,2,1), g(es) = (~1,0,1)

et donc :
gler) glea) gles)

1 1 —1\ e
B=l o 9 0 |e,
11 1 ) e



b) Les calculs matriciels donnent :

140+1 1+2—-1 —-1+0-1 9 9 _9
B*=| 04+0+0 0+4+0 0+0+0 |=[0 4 0
—140-1 —-142+1 140+1 -2 2 2

qui est bien égale a 2B.

¢) La relation : B? = 2B <= B? — 2B = 05 signifie que P(X) = X? — 2X = X(X — 2)
est un polyndéme annulateur de la matrice B, et donc de '’endomorphisme g qu’elle représente
également.

Les racines évidentes de P sont 0 et 2, ce sont les seules valeurs propres possibles de g :

Sp(g) - {07 2}

On vérifie si les réels 0 et 2 sont bien valeurs propres de g, et le cas échéant on calcule les
sous-espaces propres associés :

T 0 r + y — 2z =0
e v=(1,y,2) € Ey(g) <= Bly|=|0]| <= 2y
z 0 - + y + z =0

@)

r—2z2=0
— qy=0 < {93 Le réel 0 est donc bien valeur
y=0
—r+2z2=0
propre de g, et :
Ey(g) = {(ﬁ,O,x)’ x € R} = Vect((l,O, 1))

On a obtenu une famille génératrice de Ey(g) constituée d’un seul vecteur non nul, ¢’est donc
aussi une famille libre, donc une base de ce sous-espace propre.

x 0 - + vy — z =0
e v=(2,y,2) € Esyg) <= (B-2L)|y|=|0]| < 0 =0
z 0 - + vy — 2z =0

— —1r+y—2=0 <= x =1y — z Le réel 2 est donc bien valeur
propre de g, et :

Eslg) = {(y . z,y,z)‘ (y,2) € R?} — Vect((1,1,0), (—1,0,1))

On a obtenu une famille génératrice de Fs(g) constituée de deux vecteurs non colinéaires,
c’est donc aussi une famille libre, donc une base de ce sous-espace propre.

d) L’endomorphisme g admet deux valeurs propres, et :  dim Ey(g) + dim Ey(g9) = 1+ 2 = 3,
donc g est bien diagonalisable.

On pose : & ={M e M;(R)| BM = MA}.

4. a) Montrons que & est un sous-espace vectoriel de I’ensemble M3(R) dans lequel il est inclus, ce
qui en fera un espace vectoriel.

o La matrice nulle 03 vérifie : B x 03 =03 =03 x A, donc 03 € & et & est non vide.
o Soient M, N deux éléments de &, et a un réel quelconque, alors :

B(a.M + N)=a.BM + BN "2 . MA+ NA = (o.M + N)A
donc a.M + N € & : & est stable par combinaison linéaire, ¢’est bien un sous-espace vectoriel

de M3(R)



b) Soit M une matrice appartenant a & ; supposons que M soit inversible, alors on peut écrire :
BM = MA < B=MAM""!

ce qui signifie que A et B sont semblables : il y a alors plusieurs raisons qu’on peut invoquer pour
conclure que c’est impossible :

o la plus évidente : A est inversible comme on I'a vu, donc B = M AM ~! devrait I’étre également
comme produit de matrices inversibles : or ce n’est pas le cas puisque 0 est valeur propre de
B!

e A et B semblables représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes, ce qui est
impossible : B est diagonalisable, tandis que A ne l'est pas!

Une matrice de & n’est donc jamais inversible.
5. On cherche & montrer que & n’est pas réduit a 'ensemble {03}.

a) On sait qu'une matrice et sa transposée ont le méme rang; or par linéarité de la transposée, et
puisque I3 est égale a sa transposée en tant que matrice diagonale :

VAER, "(A—-AI)="A—-\'T;="A- )\

donc A — \.J5 et "A — \.I5 ont méme rang.

b) Le résultat précédent signifie en outre qu'une matrice et sa transposée ont les mémes valeurs
propres, puisque ce sont les réels A pour lesquels A — A.I3 n’est pas de rang maximal, ce qui est
alors aussi le cas de "A — \.I5.

Mais on connait les valeurs propres de A et B: « = 2 est la seule valeur propre commune a A
et B, donc commune & ‘A et B également !

NDLR : sur cette question comme tant d’autres, n’allez pas chercher compliqué, et rappelez-vous
toujours : plus c’est simple, plus cela a de chances d’étre correct !

¢) Soient X un vecteur propre de B associé a la valeur propre a = 2, et Y un vecteur propre de ‘A

associé & la valeur propre = 2. Onunote: N =X"Y.
T Y1
Alors : au vu des formats des matrices manipulées, et en notant X = [ xzo | et Y = [ yo
T3 Y3
1 L1 T1Y2 T1Y3
XY = |z (y1 Yo y3) = | Toy1 Toy2 Toys | est une matrice non nulle
L3 T3Y1 T3Y2 T3Y3

puisque X et Y sont non nulles : I'un des z; (i € {1,2,3}) au moins est non nul, et 'un des
yj (j € {1,2,3}) est non nul, donc I'un des neuf produits z;y; au moins est non nul, ce qui suffit
a garantir que N est non nulle!

Ensuite : d’apres les régles de calcul avece la transposée, et les relations :  BX = 2X et "AY = 2V
issues des hypotheses faites,

BN =BX'Y =2X'Y =2N et NA=X'"YA=X"('AY) =X x'(2Y)=2X'Y =2N

Donc BN = NA(= 2N), ce qui prouve bien que N appartient au sous-espace vectoriel &

d) La question précédente permet de construire une matrice N de & dés qu’on connait un vecteur
propre X de B pour la valeur propre 2, et un vecteur propre de ‘A pour la méme valeur propre.

On connait déja deux vecteurs propres de B non colinéaires pour la valeur propre 2 :

1 —1
X1 = 1 et X2 = 0
0 1



-2 =2 1

‘A—2I; = -2 —2 1 | est une matrice dont les deux derniéres colonnes sont proportion-
-5 4 =2
0
nelles, il est donc tres facile de repérer que Y = | 1 | vérifie : (tA —2I. 3)Y =03, = ‘AY =
2
2Y.
01 2 0 —1 -2
Mais alors, d’aprés ce quiprécede: Ny =X,V =10 1 2] etNo=XoY=[0 0 0
0 0 0 0o 1 2

sont deux éléments non nuls de &.

Comme N; et Ny sont évidemment non colinéaires, elles forment une famille libre (Ny, Ny) de & ;
par conséquent, on peut effectivement affirmer que :

dimé& > 2

Commentaires rapides sur cet exercice : un joli énoncé qui fait bien le tour sur les fondamentaux
de la réduction des endomorphismes dans le programme de ECE2, sans pieges ni calculs compliqués.
La question 5. est la seule qui demande davantage d’initiative, et donc de recul sur les notions, et c’est
tout son intérét dans un sujet de concours pour départager les candidats !.

Exercice 2

Dans tout cet exercice, f désigne la fonction définie sur ]0, +oo[ par :

Vo €]0, 400, f(z)=x —In(z)

PARTIEI: Etude de la fonction f

1. La fonction f est de classe C! sur ]0,4+o00[ comme différence de fonctions de référence de classe C*

sur cet intervalle, et :
, 1 x-1
Vo €], 400, fllx)=1-—-=
x x

Sur |0, +oo[, f'(z) est du signe de x — 1, d’ou le tableau de variations de f :

x 0 1 +00
f'(x) - 0+
+00 +00
1
Calcul des limites :
e lim x=0et lim In(z) = —o0, donc lim z —In(x) = +oo = lim f(z).
x—07F z—0*t xz—07F z—0t



1
« Auvoisinage de +00: x—In(z) = x(l - ,ou lim n(x)
x—r—+00 €T

1 1
donc lim 1— n(x) =1—-0=1let lim z(1-— n(:z:)) =400 = lim f(z).

T—+00 X T—>+00 X T—+00

= 0 par croissances comparées,

ln(x))

. Sur lintervalle ]0, 1] (respectivement sur |1, +oc[), la fonction f est continue (car de class C!, stric-
tement décroissante (respectivement strictement croissante), a valeurs dans |1, +o00[ qui contient 2 :

d’apres le théoréme de la bijection, I’équation f(z) = 2 admet une unique solution a sur ]0, 1] (res-
pectivement une unique solution b sur |1, 400[).

L’équation f(z) = 2 admet donc exactement deux solutions a et b sur son domaine |0, 4+o00[, telles
que: 0O<a<l1l<hb.

. On calcule les images :  f(2)=2—In(2) = 1,3 et f(4) =4—1In(4) =4—-2In(2) =4 —1,4=2,6;
comme f(b) = 2, on peut donc affirmer que :

fQ)<fl)<fd) — 2<b<4

par stricte croissance de f sur |1, 4o00|, intervalle qui contient 2, b et 4.
On a bien prouvé que b € [2,4].

PARTIE 11 : Etude d’une suite

On note : u=4 et VYneN, wu,p=1In(u,) +2.

4. Montrons par récurrence que la propriété P(n) : "u, existe et u, € [b, +oo[” est vraie pour tout

entier n € N, par récurrence sur n € N.
Pour n = 0 : ug = 4 est défini par ’énoncé, et b € [2,4] donc b < 4 <= ug =4 € [b, +0], donc
P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un certain entier nm € N, et sous cette hypothése montrons que
P(n+ 1) est vraie.

On a supposé (H.R.) que :  w, € [b, +o0[ donc u,, > 0, ce qui assure que u, 1 = In(u,) + 2 est bien
définie.
De plus, b > 2 > 1 donc u,, €]1,+o00[, intervalle sur lequel In est strictement croissante, de sorte
que :

In(u,) > In(b) <= upy1 = In(u,) +2 > In(b) + 2

Or b est solution de I'équation f(x) =2,donc: b—In(b) =2 <= In(b) =b—2 <= In(b)+2 =1,
et donc : U, = b <= uy4q € [b,+00], donc P(n + 1) est vraie si P(n) l'est.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout entier n € N, d’apres le
principe de récurrence.

Pour tout entier n € N,  w, existe et u,, € [b, +00]

. Pour tout entier n € N: w1 —upy, = In(u,) +2 —u, =2 — f(uy).
Or: VnéeN, u, >b>1 donc par stricte croissance de f sur |1, +oo] :

VneN, f(u,) = f(b)=2 <= VneN, u,1 —u,=2-— f(u,) <0,

ce qui assure que la suite (u,) est décroissante. Comme elle est aussi minorée par b, elle est donc
convergente d’apres le théoreme de limite monotone, de limite ¢ > b.

Comme In est continue sur [b, +o00[, le principe d’unicité de la limite appliqué a la relation de
récurrence : = Vn € N, u,1 = In(u,) + 2 permet d’affirmer que ¢ est solution de I’équation :

(=) +2 < (—In(l) =2 < f()=2



Les deux seules solutions de 1’équation sont a et b, et seule la deuxieéme appartient a [b, +00],
on peut donc conclure que :

6. a)

b)

lim u, =b
n—4o0o

L’encadrement demandé est typique de I'utilisation de I'Inégalité des Accroissements Finis :

La fonction g : x — In(z) + 2 est de classe C! sur [2, +o0], avec :

Vo € [2,400[, ¢'(x) = i qui vérifie :  Vz € [2,4+00], 0 < ¢'(z) < %

Pour tout n € N, u,, > b > 2 : I'Inégalité des Accroissements Finis permet donc d’écrire, avec
m=0et M = 1 :

2
1 1
VneN, 0<g(u,) —g(b) < é(un—b) < VneN, 0<up—b< i(un—b)
puisque comme on 'a vu: ¢(b) =In(b) +2 = b vu que b — In(b) = 2.
1
On montre alors par récurrence que la propriété Q(n): 70 < u, —b < =1 est vraie pour tout

n € N.
Pournzoz Uug—b=4—-5b,or2<b<4 < 22 -b>-4 <= 2>24—-0=>0,c¢t

1 1
puisque o 2, alors 0 < ug—b < 51 et Q(0) est vraie.
Supposons Q(n) vraie pour un certain entier n € N, et sous cette hypotheése, montrons que
Q(n + 1) est encore vraie.

1 1 1
On a supposé (H.R.) que: 0<u, —b< 1 0 < §(un —b) < o
1
or d’apres ce qui précede, 0 < U1 — b < §(un —b), done par transitivité de I'inégalité :

1
0<Un+1_b<

o et Q(n + 1) est vraie si Q(n) l'est.

La propriété est initialisée et héréditaire : elle est donc vraie pour tout entier n € N, d’apres
le principe de récurrence.

La fonction demandée calcule de proche en proche les termes de la suite (uy,) :

function u = suite(n)
u =
for i
u
end

n
log(u) +

endfunction

D’apres le résultat de 6.b) : le terme u, constitue une valeur approchée de sa limite b a la
précision € > 0 pressi : 0 < u, —b < ¢, ce qui est le cas des que o1 < € par transitivité de
I'inégalité.

le script suivant incrémente donc la variable n d’une unité jusqu’a ce que pour la premiere fois,

i <epsilon <= 2"! > 1/epsilon soit vraie; il suffit alors de renvoyer le terme u,
correspondant, ce que fait la ligne 6 du script.
function b = valeur_approchee(epsilon)
n =

while 27 (n-1) < 1/epsilon



4 n = nt

5 end
6 b = suite(n)
7 endfunction
A Texéeution du code avec epsilon = le-6, on obtient la valeur approchée : b~ 3.146193.

PARTIE IIT: Etude d’une fonction définie par une intégrale

/ e

8. Comme on I’a vu des le début de la partie I, la fonctlon f est continue et strictement positive sur

On note & la fonction définie par :

1
son domaine |0, +oo[ puisqu’elle admet pour minimum 1 > 0 : la fonction k : ¢ — m est donc
bien définie et continue sur ]0, +oo[, ce qui suffit pour affirmer que ® est bien définie sur ]0, +o0],
comme intégrale de k entre deux bornes strictement positives. La fonction k& admet d’ailleurs, en
tant que fonction continue sur |0, +oc[, des primitives sur cet intervalles; soit K 1'une d’entre elles,

on peut donc écrire :

2x

Vo €]0, +oof, (x) = / ka(t)dt = [K(t)} = K@) - K(z)

En tant que primitive, K est de classe C! sur |0, +oo] : il en est donc de méme pour la fonction P,
de classe C! sur ]0, +00[ comme somme de composées de fonctions de classe C!, et d’apres la formule
de dérivation d’une composée :

1 1
2¢ —In(2z) z — In()
2(z — In(z)) = (22 — In(22)) _ 222 In(x) — 2z + In(2) + In(z)
(z — In(z)) (22 — In(22)) (z —In(z)) (22 — In(22))

In(2) —In(z)
(z — In(2)) (22 — In(22))

Va €]0,+oo], ¥'(z)=2.K'(2z) — K'(z) = 2k(2x) — k(z) = 2 x

Vo €]0,+oo[, @'(x) =

9. Sur ]0,4o0], le dénominateur de ®'(x) est égal a f(x) x f(2x) qui est strictement positif sur tout
I'intervalle, puisque f l'est. Le signe de ®'(x) est donc celui de In(2) — In(x) ;

comme In(2) —In(z) > 0 < In(2) > In(z) <= 2 > x par stricte croissance de In sur ]0, +o0],
on en déduit le tableau de variations de la fonction & :

x 0 2 +0o0
P’ (x) + ¢ -

1
10. La fonction h : ¢ — —— est continue et positive sur |0, +oo[, de plus on a vu que :

f(t)

Vit €]0, 400, f(t) =21 < Vt€]0,+0], 0<—<<1



L’inégalité de la moyenne, appliquée a la fonction continue k entre les bornes x et 2x pour x €0, +00]
quelconque, ou x < 2z (bornes dans 'ordre croissant), donne :

2z 1
Va €]0,+00[, 0.2z —z) < —dt < 1.2z —z) <= Vz€]0,+00], 0< P(z) <z

. f)
11. a) De l'encadrement précédent on déduit immédiatement, d’apres le théoréme du méme nom :

lim 2 =0 donc lim ®(z)=0

z—0t z—0t

ce qui prouve que la fonction ® est prolongeable par continuité en 0, en posant ®(0) = 0.

2 1
b) Comme on 'a vu: Vz €]0,+occf, P&'(z)=2k(22)— k()= - —.
) 0.0, ®/(x) = 24(21) = b(o) = T3 —
Comme IETOO f(x) = 400 = xklfoo m (puisque xginoo 2x = 4+00), alors par simples inverses

et différence de limites :

On admet ! qu’alors, @ est dérivable en 0 et que ®'(0) = 0.
12. On donne ®(2) ~ 1,1 et on admet que lirf O(z) =1In(2) =~ 0,7.
T—r+00

La courbe de & admet donc une tangente horizontale au point d’origine du repeére, et une asymptote
horizontale d’équation y = In(2) au voisinage de +oc ; la fonction ® admet par ailleurs un maximum
au point d’abscisse 2, valant ®(2) ~ 1,1; muni de ces informations, et en respectant les variations
obtenues de ®, on en déduit le tracé suivant :

(Co)
1 -
.1.11(2.) PR PP Y TR O I e
0 % % % % % % %
0 1 2 3 4 5 6 7

PARTIE 1V : Etude d’une fonction de deux variables

On considere la fonction H de classe C? sur 'ouvert U =|0, +oo[? définie par :

2
V({L',y) G]Oa +OO[2a H(w,y) = % —xy—2m+ey.

13. a) Les dérivées partielles de la fonction H de classe C? sur U, sont définies par :
V(z,y) e U, O(H)(z,y)=x—y—2 et Oh(H)(x,y)=—x+¢€Y
b) Les points eritiques de la fonction H sont les solutions du systeme :

O (H)(x,y) =0 —r+e? =0 y = In(x)
<~ <~
h(H)(x,y) =0 r—y—2 =0 r —In(x) =2

1. le théoréme de prolongement C! qui permettait cette conclusion, n’étant plus au programme officiel de ECE2



14.

15.

a)

c)

Comme on I'a vu, 'équation x — In(x) = 2 admet exactement deux solutions a et b dans |0, +o0],
ce qui donne deux couples solutions au systeme, les deux points critiques de la fonction H :

(a,In(a)) et (b, In(b))

&H y a une grosse faille dans cet énoncé : comme 0 < a < 1, alors In(a) < 0 et le point (a, In(a))
n’appartient pas a 'ouvert U =|0, +-00[?, ce qui invalide toute la suite!!

Il aurait fallu prendre U =]0, +00[xR, ouvert avec lequel tout va bien...!

Les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction H sont définies sur U par :
V(x,y) € Ua ail(H)(xvy) = 17 ag,Z(H)(may) :ey, 8%,2([—[)(3:7?/) :83,1(H)(:1:,y) =-1

(les dérivées partielles croisées d’ordre 2 sont égales, d’apres le théoreme de Schwarz.)

La matrice Hessienne M, de H au point critique (a, ln(a)) est alors :

0? (H)(a,In(a 2, a,In(a ]
Ma:<’()(l<)) 37(H)(1())>_<1 1)
8%}1(]-]) (a, ln(a)) 8§’Q(H) (a, ln(a))

La matrice M, est symétrique réelle, donc diagonalisable : on sait donc qu’elle admet deux valeurs
propres distinctes ou confondues \; et Ao, solutions de 1’équation :

det (M, —AL) =0 < (1-N(a=)X)—-1=0 < N¥—(14+a)A+a—1=0

Le trindme du second degré obtenu se factorise sous la forme : (A — A\)(A — \) = A2 — (A +
A2)A + A1 Ao, donc par identification des coefficients :

/\1 + )\2 =a+1
)\1)\2 =a—1
On sait que 0 < a < 1, donc Ay = a — 1 < 0 : le produit des deux valeurs propres de M, étant

négatif, celles-ci sont de signes opposées, ce qui suffit pour conclure que la fonction H n’admet
pas d’extrémum au point eritique (a, ln(a)), mais un point-col.

1 -1

La hessienne de H au point critique (b, ln(b)) est, selon les mémes calculs : M, = > ;

-1 b

toujours selon le méme raisonnement, les deux valeurs propres pu; et us de M, vérifient :

prtpe =b+1

pipe =b—1

Cette fois, b = 2 donc b — 1 > 0, et les deux valeurs propres p; et ps sont donc de méme signe
puisque leur produit est strictement positif.

Le réel b+ 1 = py + po, somme de deux réels de méme signe, est lui aussi positif : on en déduit que
w1 >0 et pg > 0.

La fonction H admet donc un extrémum local au point critique (b, ln(b)), et ¢’est un minimum local.
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Exercice 3

2 1
On dispose d'une piece de monnaire amenant Pile avec la probabilité 3’ et Face avec la probabilité 3"

PARTIE I: Etude d’une premiére variable aléatoire

On effectue une succesion de lancers avec cette piece et on définit la variable aléatoire X prenant la
valeur du nombre de Face obtenus avant I'obtention du deuxieme Pile.

1. a) En notant P; (resp. F;) 'événement : « le i-iéme lancer donne Pile (resp. donne Face) » :

4
e [X =0] = PN Py, donc par indépendance des lancers : P(X =0) =P(P,) x P(P) = g

e X =1]=(PNFNP)U(F NP,N P;), donc par union disjointe :
2 1 2 1 2 2 8
PX=1)=P(PANFNP)==-X=-X-4+-X=-X==—
W=D =BRNAENR) =sx3x3t3x3x3=5
L4 [XZQ]:(FlmFng3HP4)U(FlﬂP2mF3ﬂP4)U(leFnggﬂP4),
2\2/1\2 4
tP(X =2) =3 (—) (—) S
tPX =2 =3x(3)(3) =%
b) On introduit ici, pour tout entier n € N*, la variable aléatoire T,, qui compte le nombre de Pile

obtenus en n lancers identiques et indépendants : 7;, suit donc la loi binomiale de parametres
2

n,=).
(n.2)
Mais alors, pour tout entier n € N :  1’événement [X = n| est réalisé si et seulement s’il y a eu
un seul Pile au cours des n + 1 premiers lancers, le n + 2-ieme lancer donnant un Pile :

VnGN, [X:n]:[Tn+1:1]ﬂPn+2

et par indépendance des lancers :

n+1\2/1\»tl 2 4
Vn € N, P(X:n):IF’(TnH:l)xIP’(Pn+2):< X )5(5) xZ=(+1).50

PARTIE II : Etude d’une expérience en deux étapes

On effectue une succession de lancers avec la piece précédente jusqu’a l'obtention du deuxiéme Pile :
puis en fonction de nombre n de Faces obtenus, on place n + 1 boules dans une urne, les boules étant
numérotées de 0 a n et indiscernables au toucher, et enfin on pioche au hasard une boule de cette urne.

On note toujours X la variable aléatoire prenant la valeur du nombre de Face obtenus, et on note U la
variable aléatoire prenant la valeur du numéro de la boule obtenue. On pose: V =X —U.

2. a) Le numéro de la boule tirée est au mieux égal & celui pris par la variable aléatoire X : dans
I'absolu, comme X, U peut donc prendre toute valeur entiere, c’est-a-dire que :  U(2) = N.

b) Soit n € N : la loi conditionnelle de U sachant [X = n] est évidemment la loi uniforme sur [0, n],
c’est-a-dire que :




¢) On en déduit la valeur de P(U = k) pour tout k € N, d’apres la formule des probabilités totales

avec le systeme complet d’événements ([X = n])neN :

+oo
P(U=Fk)=> P(U=FKN[X =n])
n=0
+o0
=Y P(X =n) xPix_py(U=4k) car Px_y(U=k)=0sin<k
n=0
N N N <1>k+2
N S MR o £ A
=Y —PX=m =)= Y (3) =4 x 23
n=k n=k j=k+2 1—§
3 1 2

9 7 Bkt2  gktl

d) Le plus efficace ici est de remarquer que la variable aléatore U + 1 a pour univers-image N*, et
une loi donnée par :

9 /Iyk1 2
Vk € N7, P(U+1:k>:P(U:k—1):3—k:(§) x 2

ce qui prouve que U + 1 suit la loi géométrique de parametre p = 3

On en déduit directement, d’apres le cours sur la loi géométrique, que :
1

2 1
3

La linéarité de ’espérance et les propriétés de la variance permettent d’en déduire :

E(U)+1:§ — E(U):% ot V(U):V(U+1):Z
3. a) La variable aléatoire V' est égale a la différence entre la valeur de X, numéro maximal dans I'urne
a la deuxieme étape de I'expérience, et le numéro U de la boule tirée; cette différence peut étre
maximale lorsque [X = n| et [U = 0], auquel cas V' prend la valeur n, entier quelconque : on en
déduit que V(©2) = N.
b) Soit n € N; sachant [X =n], la différence V' = X — U est comprise entre 0 et n, donc pour tous
entiers n et k :

1 si0<n—k<n < 0<k<n
Py (V = k) =Py (XU = k) = Pix—yy (U = n—k) = n+1
0 sinon

c¢) Pour tout n € N, la loi conditionnelle de V' sachant [X = n] est la méme que celle de U sachant
[X = n] : les mémes calculs que ceux de la question 2. permettent d’en déduire que V' suit la
meéme loi que U.

4. Pour tous entiers k et j :
]P’([U =kN[V = j]) = IP’([U =kN[X =k —i—j]) =P(X =k+J) X Pxepyj) (U = k)

1 4
Jk+j+2 X kg1 ~ Shtit2

=(k+j5+1)x

puisque k + j est toujours supérieur a k.
2 2 4 .
= :P([U:k]ﬂ[V:j]),

Comme par ailleurs, P(U = k) x P(V = j) = 1 1 T R

ce qui prouve bien que U et V' sont des variables aléatoires indépendantes.




5. Puisque U et V sont indépendantes :  Cov(U, V') = 0. Mais alors :

Cov(X,U) = Cov(U + V.U = Cov(U,U) + Cov(V.U) = V(U) + 0 Z

PARTIE ITI : Etude d’un jeu

Dans cette partie, p désigne un réel de |0, 1].

6. Simulation informatique

a) On simule les lancers de piece avec la piece truquée utilisée par le joueur A, jusqu’a ce que le
nombre de Pile obtenus atteigne le nombre 2 pour la prmeiere fois :

1 function x = simule X()

2 x =0; n=

3 while n <

4 if rand() < 2/3 then
5 n = nt

6 else

7 X = X+

8 end

9 end

10 endfunction

b) On suppose que l'on dispose d'une fonction simule_Y qui, prenant en argument un réel p de
10, 1], simule la variable aléatoire Y et on consideére alors le script suivant :

1 function r = mystere(p)

2 r =

3 N = -

4 for k = 1:N

5 X = simule X()
6 y = simule_Y(p)
7 if x <= y then
8 r=r + 1/N
9 end

10 end

11 endfunction

La fonction mystere simule donec N = 10* fois de facon (pseudo-)indépendante, I'expérience aléa-

toire décrite au début de cette partie, et a chaque fois que [X < Y] est réalisé, la variable r est
1

augmentée de la quantité — : cela revient au méme que d’ajouter 1 a r a chaque réalisation de

I'événement [X < Y], puis de diviser sa valeur finale par N.

Bref, la valeur de r rendue par la fonction est égale au nombre moyen de réalisations de I'évé-
nement [X < Y] sur un échantillon de 10* réalisations de I'expérience, ce qui constitue une
approximation de la probabilité P(X < Y).

1
c¢) La courbe donnée par ’énoncé passe par I'ordonnée 3 lorsque p est aux alentours de 0.83, valeur
pour laquelle le jeu est serait équilibré.

7. Etude de la variable aléatoire Y

On note Z la variable aléatoire prenant la valeur du nombre de lancers effectués par le joueur B.

a) La variable aléatoire Z est égale & Y + 1, c’est le nombre total de lancers effectués lorsque la
deuxieme piece truquée tombe pour la premiere fois sur Pile : comme on réutilise toujours la
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méme piece, I'expérience est sans mémoire et on peut en conclure directement que Z suit la loi

géométrique de parametre p :

Z(Q) =N, VkeN, P(Z=k)=(1-pr"tp,

b) Comme on l'a dit précédemment, Y = Z — 1; les propriétés de 'espérance et de la variance

donnent :
1 1—p 1—0p
E(Y)=E(Z)—1=--1=—L o V(V)=V(Z-1)=V(Z) = —
p p p
+o00
c) Pour tout n € N, [Y > n| = U [Y = k| ; I'union est disjointe, donc par o-additivité :
k=n

(1 _p)n — (1 _p)n

=Y PY=k=) P(Z=k+1)=p) (1-p)'=px 1-(1-p)

) La probabilité P(X < Y') se calcule via la formule des probabilités totales avec le systéme complet

8. a
d’événements associé a la variable aléatoire X :
+o00
=) P(X = ZIP’ [X =n]N Z]P > n)
n=0
b) Les probabilités P(X =n) et P(Y > n), sont connues, on peut terminer le calcul explicite
“+o0o 4 4 +oo +00
PX<¥)= Y+ gz —p)t = 5 )+ =-Z (=)
n=0 n=0
4 1 4 3 \2 4
e )
9 (1_ p) 9° \2+p (2+p)
3
) On peut donc trouver la valeur de p telle que :
IP(X<Y)—1<:> z —1<:>8—(2+ )2 = p=18-2
ST @+p)? 2 B b=
qui est bien environ égale a 0, 83.
* x « FIN DU SUJET x % %
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