Nouvelle Calédonie mars 2016. Enseignement spécifique
EXERCICE 4 : corrigé
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2) a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, z, = (—) e'"s .
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° (ﬁ) eV% =1 = 2. L’égalité a démontrer est donc vraie quand n = 0.
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e Soit n > 0. Supposons que z, = <—) €5 . Alors
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On a montré par récurrence que
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pour tout entier naturel n, z, = (
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b) Pour tout entier naturel n, A, a pour coordonnées <<—) cos (H) , <—> sin (E)) et donc le vecteur
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OA,, a pour coordonnées — | cos (—) , <—) sin (—)> Le point Ay a pour coordonnées (1,0) et donc le
p << \/§> G 7 G p 0ap (1,0)

vecteur OAy a pour coordonnées (1, 0).
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0O, Ay, A, alignés & OAg et OA, colinéaires < 1 x (—) sin (—) —0x (—) cos ( ) =0
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& il existe k € N tel que % = k7 (car n est un entier naturel)
< il existe k € N tel que n = 6k.

Les entiers n pour lesquels le points O, Ag et A,, sont alignés sont les multiples de 6.

3) a) Pour tout entier naturel n, d, = A, Ap41.
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c) Soit n un entier naturel.

3 3 3
Zn42 — Zn+1 = (1 + ’L%) Zp+1 — <1 + ’L%) Zn = <1 + ’L%) (Zn+1 — Zn)

d) Pour tout entier naturel n,

3 2
1+ 2£ d,, (d’aprés 1)).

|2nt1 — 2n| = /3

dn+1 = |Zn+2 - Zn+1| =

3
o . R : 3 . 2 s
Ainsi, la suite (dn)n20 est la suite géométrique de premier terme dy = 5 et de raison q = % On en déduit que
pour tout entier naturel n,
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dy =dyxq"=— | —
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4) a) Soit n un entier naturel. D’aprés la question 2)a), |z,| = < ) et donc

5
= (2) (2) (2) = (+2) (&) -4 (&)

&) -G

= |Zn+1|2 .
Pour tout entier naturel n, |zp11|° = |2n|” + d2.

b) On en déduit que pour tout entier naturel n, OA2,; = OAZ + A, A2 ;. D’aprés la réciproque du théoréme de
PYTHAGORE, le triangle OA, A, 41 est rectangle en A,,.
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—
d) e Pour tout entier nature n, (7, OAn) = arg(z,) = n% [27] puis

(OAn,OAnH) - (OA,,,?) + (7,OA—”+1>) = —n% +(n+ 1)% - % [271].

e En particulier, (0A3,0A5) - (OA3,0A4) n (OA4,OA5) - g [271].
iy
5 |

— ——
Soit A% le point d’abscisse négative tel que le triangle OA3z A% soit équilatéral. Alors, (OAg,OAg) =3

demi-droite [OAs) est encore la demi-droite [OA%). On obtient le point A5 comme intersection du cercle de centre O
passant par As et du cercle de centre Az passant par O puis on trace la demi-droite [OAf).

27] et la

e Le triangle O A4 A5 est rectangle en A4. Donc, le cercle circonscrit au triangle O A4 As est le cercle de diamétre [O As).
Le centre I de ce cercle est a égale distance de O et A4. On construit donc au compas la médiatrice du segment [OAy].
Cette médiatrice coupe [OA%) en I. On trace ensuite le cercle de centre I passant par O. Il recoupe la demi-droite
[OAL) en As.
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