Polynésie 2015. Enseignement de spécifialité
EXERCICE 1 : corrigé

Partie A

1) [1—i] =+/12 + (—1)2 = V/2 puis

2) Soit 6 un réel.

e?(1—1i)= e x \2e7iT = \/26i(0-7%).

D’autre part,
e (1 —14) = (cos O + isin@)(1 — i) = cos# + isinf — icos + sin 0
= (cos 0 + sin 0) + i(— cos 8 + sin h).

3) Ainsi, e (1—i) = v/2e7'F = /2cos (9 - g) +iv/2sin (9 - %) et aussi €' (1—1i) = (cos @+sin @) +i(— cos§+sin f).

Par identification des parties réelles, on obtient :

pour tout réel 0, cos@ + sin 6 = /2 cos (9 - %)

Partie B
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1) Il semble que
a) lim f(z)=0et lim g(z)=0;
b) €, est au-dessus de € sur [0, +00];
c) Décart entre 6 et 6, est maximal quand x est environ égal 4 1,5.

2) Soit x un réel de [0, +o0[. On a cosz < 1. En multipliant les deux membres de cette inégalité par le réel positif
e~ *, on obtient e”* cosz < e~* ou encore f(x) < g(x).

Ainsi, pour tout réel z de [0, +oo[, f(z) < g(z) et donc %, est au-dessus de € sur [0, +00].

3) hm g(z)= lim e ®= lim eX =0. Donc la droite d’équation 3 = 0 est asymptote a la courbe €y en +oo.
Tr—r+00 T—r+o0 X——0

Pour tout réel positif z, —1 < cosz < 1. En multipliant les trois membres de cet encadrement par le réel positif e=%,

on obtient —e % < e Pcosx < e 7. A1n51,
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pour tout réel positif z, —e™* < f(x) < e .

De plus, lim —e™® = lim e~
T—+00 T—r+00

y = 0 est aussi asymptote a la courbe € en +oo.

? = 0. D’aprés le théoréme des gendarmes, hl}rl f(z) = 0. La droite d’équation
Tr—r+00

4) a) La fonction h est dérivable sur [0, +oo[ en tant que produit de fonctions dérivables sur [0, 4+oc0[ et pour x > 0,

W (z) =— ((—e ") cosz + e “(—sinz)) + (—e ) = (cosz + sinz — 1) e~ *

(\/ﬁcos (z - %) — 1) e~ (d’apres la partie A).

Pour tout réel positif =, h'(z) = e™* (\/5 cos (ac — g) — 1).

b) Soit = € [0, g] Alors, _r <z-—

=

Par suite, \/icos (ac — g) > 1 puis \/icos (J: — z) —1>0.

1
< —.
\\/5

Soit x € [g, 2#}. Alors, — <ax— — <27 — % On en déduit que cos (JJ — %)

N

Par suite, V2 cos (z — %) < 1 puis V2 cos (x — %) —1<0.

T
4

c) Pour tout réel = de [0,27], e=* > 0. Donc, pour tout réel z de [0,27], h'(z) est du signe de v/2 cos (z — E) — 1.
De’aprés la question précédente, la fonction b’ est positive sur [0, g} et négative sur [g, 27r]

h(0) = ¢” —e%cos(0) = 1 -1 = 0. h(g) = e % — e 2 cos (g) = e~%2 = 0,21 arrondi au centiéme. Enfin,
h(27) = e*™ — €?™ cos(27) = 2™ — 2™ = (.

On en déduit le tableau de variations de f.
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5) Les fonctions f et g sont continues sur [0,27]. D’autre part, pour tout réel x de [0,27], f(z) < g(z) d’aprés la
question 2). Donc,

0

o= [ @)~ fa) do= [ o) o = (1@

1 1 1 1
= 5672ﬂ(72 + cos(2m) — sin(2w)) — 560(*2 + cos(0) — sin(0)) = *56727‘— + 5
B 1— 67271'
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