France métropolitaine/Réunion septembre 2015. Enseignement spécifique

EXERCICE 2 : corrigé
Partie A

1) Soit n un entier naturel. D’aprés la relation de CHASLES

Inyt = J'TLH f(x) dx = Jn f(x) dx + J'TLH f(x) dx =1, + JHH f(x) dx,

0 0 n n
et donc
n+1
Ihy1— I = J f(x) dx.
n
n+1
Puisque la fonction f est continue et positive sur [0, +o0o[ et donc sur [n, n+1], par positivité de 'intégrale, J' f(x) dx >
n

0 ou encore Iy 1 —In > 0.

On a montré que pour tout entier naturel n, 1,17 — I, > 0 ou encore 1,11 > I;, et donc

la suite (In), ¢y est croissante.

ex 1
2) a) Soit n un entier naturel. Pour tout réel x de [0,n], e* —x > 51 > 0 puis

2 .
< — par décroissance de la
ex —x ex

1
fonction t — n sur ]0, +oo[. En multipliant les deux membres de la derniére inégalité pat le réel positif x, on obtient

X 2x - , . .
p— < o Ou encore f(x) < 2xe ™. Ainsi, pour tout réel x de [0,n], f(x) < 2xe *. Par croissance de 'intégrale, on
en déduit que

n n
I, = J f(x) dx < J 2xe  * dx.
0 0

b) La fonction H est dérivable sur [0, 400l en tant que produit de fonctions dérivables sur [0, 4o0[ et pour tout réel
positif x,

H'x)=(1)xe*+(—x—1)x (—e ¥)=—e *+(x+1)e*=(-T+x+1)e ¥ =xe
c) Ainsi, la fonction 2H est une primitive de la fonction x +— 2xe” sur [0, 4-ocol.

Soit n un entier naturel.

Jn 2xe  dx = 2H(x)]g =2(-n—1)e ¥ —=2(0—1)e® =2—-2(n+1)e ™
0

D’aprés la question 2)a),

[, <2-2(n+1)e ™ <2,
car (n+T)e ™ > 0.

3) La suite (In),en est croissante d’aprés la question 1) et est majorée par 2 d’aprés la question 2)c). On en déduit
que

la suite (In), oy est convergente.

Partie B

1) Valeurs successives de A

i A X
1 0 0,25
2 0, 060 0,5
3 0,169 0,75
4 0,306 1
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2) La derniére valeur de A affichée par 'algorithme est la somme des aires des rectangles ci-dessous
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3) L’algortihtme fournit une valeur approchée de | f(x) dx obtenue par la méthode des rectangles avec un pas de X

0
Quand K devient trés grand, ’alorithme affiche une trés bonne valeur approchée de cette intégrale ou encore une trés
bonne valeur approchée de ’aire ci-dessous :
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