Amérique du Sud 2015. Enseignement de spécialité
EXERCICE 4 : corrigé

1) a) Soit n un entier naturel. La population en zone rurale 'année 2010 +n + 1, a savoir R,,+1 est obtenu en retirant
10% de la méme population année 2010 4+ n (10% qui émigrent vers la ville) et en ajoutant 5% de la population en
zone urbaine ’année 2010 4+ n ou encore

Ry+1 =R, —0,1R,, +0,05C,, = 0,9R,, + 0,05C),.
De méme, C,41 =C,, +0,1R,, —0,05C,, = 0,1R,, + 0,95C,,. Donc

(0,9 0,05 Ro\ [ 0,9R,+0,05C, \ [ Rus1 \ _
MUn<0,1 0795><Cn)<071Rn+0,950n)(an)UnH-

B (0,9 0,06\/9 Y\  [09%x90+0,05%x30\ [ 82,5 . 3
b) U1MU0<O71 0,95)(30)<0,1><90+0,95><30)<37,5 >.Enpart1cuher,C’137,5ou

encore il y a 37,5 millions de citadins en 2011.
2) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, U, = M"Uj.

o MUy = MUy = Uy. L’égalité est donc vraie quand n = 1.
e Soit n > 1. Supposons que U,, = M"Uy. Alors,

Unt1 = MU, (d’aprés la question 1))
= M x M"U, (par hypotheése de récurrence)
= M"iy,.

On a montré par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, U, = M"U,.

3)
11 1,21 1
Loy 3 [ 373 33 |_(1o0)_,
2 —1 2 1 2 2 2 1 0 1
3 3 3 3 3 3
et de méme,
11 1,2 11
3 3 X 11 _ 3 3 3 3 _ 1 0 _
1 2 -1 2.2 2.1 0 1
33 373 33
11
Donc P est inversible et P~ = ( g 31
3 3
4) a)
11 _
_ p-1 _ 3 3 0,9 0,05 1 1 B 3 3 1 0.85
A=PMP= 2 1 (0,1 0,95)(2 _1) > 1 (2 _0,85)
3 3 s 73

(1 0
~\o 085 )

b) A= P 'MP= PAP'=Px P 'MPxP'=IMI=M.
¢) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, M"™ = PA™PL

o M' =M = PAP~! d’aprés la question précédente. L’égalité est donc vraie quand n = 1.
e Soit n > 1. Supposons que M™ = PA"P~!. Alors,

M =M x M™
= PAP™' x PA"P~! (par hypothése de récurrence)
= PAIA"P~! = PAA"P~!
= PA"TIpTL
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On a montré par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, M™ = PA"P~1L.

1 2 1
420,85 - —=-x0,85 90
5) a) U, = M"Uy = g ‘3 g ; (SO).Enparticuher,
2 20,8 Z4-x0,85"
3 377 3 3x0
1 2 11 . . . .
Ry =90 5+ 3 x 0,85 ) 430 (5 — 5 x0,85" | =30460x0,85" + 10— 10 x 0,85" = 40 + 50 x 0, 85",

puis, la population totale étant constante, égale & 120 millions,

C,=120—- R, = 80 — 50 x 0,85".
b) Puisque —1 < 0,85 < 1, /dlimn+oc0,85™ = 0. On en déduit que hIJIrl R, =40 et hIJIrl C, = 80.
n—-+0oo n—-+oo

A long terme, les nombres de ruraux et de citadins se stabiliseront autour de 40 millions et 80 millions respectivement.

6) a) Algorithme complété.

Entrée : n, R et C sont des nombres

Initialisation : n prend la valeur 0
R prend la valeur 90
C prend la valeur 30

Traitement : Tant que R > C faire
n prend la valeur n + 1
R prend la valeur 50 x 0,85™ + 40
C prend la valeur 120 — R

Fin Tant que

Sortie : Afficher n

b) Soit n € N.

Ry, < Cyy 40 450 x (0,85)" < 80 — 50 x (0,85)" < 100 x (0,85)" < 40
< (0,85)" < 0,4
< 1n (0,85)") < In(0,4) (par stricte croissance de la fonction In sur |0, +00[)
< nln(0,85) < In(0,4)
en > % (car In(0,85) < 0)
&n>95,6...
< n 2> 6.

L’algorithme affiche la valeur 6 ou encore en 2016, le nombre de personnes habitant en zone rurale devient strictement
inférieur au nombre de personnes habitant en zone urbaine pour la premiére fois.
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