France métropolitaine. Septembre 2014. Enseignement de spécialité

EXERCICE 4 : corrigé

1) a) a1 = ag — 0,2ag + 0, 1by = 0,8a0 + 0, 1bg = (0,8 +0,1) x 0,5 = 0,9 x 0,5 = 0,45 et
by = by — 0, 1by + 0, 2ag = 0, 9b + 0, 2ap = (0,94 0,2) x 0,5 = 0, 55. Donc,
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U1<0,5 )
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b) Soit n un entier naturel.

an+1 = an — 0,2a, +0,1b, = 0,8a, + 0, 1b,,
et

boi1 = bn — 0,1, + 0, 2a, = 0, 2a,, + 0, 9b,.

¢) Soit n un entier naturel.
_( any1 \ _ [ 0,8a,+0,1b, \ [ 0,8 0,1 an \ _
Uns1 = ( b1 ) B ( 0,2a, +0,9, )\ 0,2 0,9 by ) = MUn

ar_ (0,8 0,1
ouM(02 079).

)

d) D’aprés le résultat admis par 1’énoncé, Us = M3Uy = M? x MUy = M? x U;. Donc,

Us — 0,8 0,1 y 0,8 0,1 y 0,45
3701 0,2 0,9 0,2 0,9 0,55
([ 0,8%x0,840,1x0,2 0,8%x0,14+0,1x0,9 0,45
-\ 0,2x0,8+0,9%x0,2 0,2x0,14+0,9%0,9 0,55
(0,66 0,17 0,45 \ [ 0,66 x0,454 0,17 x 0,55
~\ 0,34 0,83 0,55 /  \ 0,34x0,45+ 0,83 x 0,55
_( 0,3905
—\ 0,6095
Ainsi,
az = 0,3905 et bg = 0,6095. I
2) a)
p2_ 1 1 1 1 - I1x14+1x2 I1x14+1x(-1) (3 0
2 -1 2 -1 ) \2x1+(-1)x2 2x1+(-1)x(=1) ) L0 3
1 0
S} 0) o
Donc P x (—P) = (—P) x P = I,. Ceci montre que P est inversible et que P~! = =P
b)
1 1 1 0,8 0,1 1 1 1 1 1 1 1
—1 _ - ) ) —
PMP_3(21)(0,2 0,9)( 1) 3(1,4 0,7)(21)
173 0 (1 0
~3\0 2,1/ \L0 07 )
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Ainsi, P"'MP = D ou D est la matrice diagonale < é 007 )

c) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, M™ = PD"P~1.

e D’aprés la question précédente, P~'MP = D. Donc PP~'MPP~! = PDP~! puis L,MI, = PDP~!
et finalement M! = PDP~!. La formule & démontrer est donc vraie quand n = 1.

e Soit n > 1. Supposons que M™ = PD"P~! et montrons que M"t! = pD"+1p-1,

M= M x M™
= PD"P~'PDP™! (par hypothése de récurrence)
=PD"LDP~ ' = pPD"DP~!
= pprtip-1

On a montré récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a4 1, M™ = PD"P~1

3) Soit n un entier naturel.

142%0,7" 1-0,7" 142x0,7" 1-0,7\ 1 2+0,7
p= el ST b =0,5 Sk KA
¢ 3 a0t T o ( 3 T ) 273
240,
6
et
2-2%0,7" 240,7" 2-2%0,7" 2+0,7"
by = 22X 2 b =0,5
3 a0t o ( 3 T )
a0
6
Pui 1<0,7<1, lim 0,7" = 0. Par suite, li 2 i oy, =22
uisque , , Jim 07" =0. Par suite, lm an=g=zet lm by=z=z.

Au bout d’un grand nombre de jours, la répartition des souris dans les compartiments A et B de la cage se stablisera,

1 2
environ 3 des souris occupant le compartiment A et 3 des souris occupant le compartiment B.
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