Antilles Guyane. Septembre 2014. Enseignement spécifique

EXERCICE 4 : corrigé

1)

f(—1+i\/§) :(—1+i\/§)2+2(—1+i\/§)+9:1—2i\/§—3—2+2i\/§+9:5.

f(—1 +W§) —5.

2) Pour tout nombre complexe z, f(z) =5 & z? + 2z +4 = 0.
Le discriminant de Péquation z2 +2z+4 =0 est A =22 —4 x 1 x4 = —12 < 0. L’équation z? +2z+4 = 0 admet donc
—2+1v12 -2+ 2iV3

+21 - +2 N3 etz —m—1-iV3

deux solutions non réelles conjuguées a savoir z1 =

lz1| =1/ (=1)? + (\/3;)2 =4 =2 puis

z1=2 <—%+i?> =2 (cos <2?7[> + isin (?)) :26213”,

et aussi zp =27 =2e 5 .

2i7

Les solutions de I’équation f(z) =5 sont z; = —1 +1iV3 = 2e° et zp =27 = —1 —iV3 = 2e~ 55",

Figure. A est le point du cercle de centre O et de rayon 2, d’abscisse —1 et d’ordonnée positive.
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3) Soit A un nombre réel. Pour tout nombre complexe z, f(z) =A & z2 +2z+9 —A = 0.
Le discriminant de 1’équation z2 +2z +9 — A = 0 est
A=22—4x1x(9—A) =4\ —32.

L’équation f(z) = A admet deux solutions complexes conjuguées si et seulement si A < 0 ce qui équivaut a 4N —32 < 0
ou enfin & A < 8.

L’ensemble cherché est ] — oo, 8].
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4) Soit z un nombre complexe. Soit M le point du plan d’affixe z.

f(z2) - 8l=3& |22 +22+1|=3&|z+1)?*=3&z+1*=3
Slz—(-1)=Vv3& oM =V3.

Donc, (F) est le cercle de centre Q(—1; 0) et de rayon v/3. On note que les points A et B appartiennent & (F) car

f(z1)=5=1f(z1) -8==3=|f(z1) -8 =3,

et de méme pour z;.

5) a) Soit z un nombre complexe. Posons z = x + iy ol x et y sont des nombres réels.

f(z) = (x +1y)? +2(x +iy) + 9 =x? +2ixy —y? + 2x + 2ly + 9 = x* —y? + 2x + 9 +i(2xy + 2y).
b) Par suite,

flz) eR&Im(f(z)) =08 2xy+2y=0& 2y(x+1) =0
Sy=0oux=-—1.

(E) est la réunion de la droite D d’équation y = 0 et de la droite D, d’équation x = —1. Voir graphique a la fin.
6) e Soit M(x,0), x € R, un point de 2 puis z = x l'affixe de M.
Me(F)ehk+1=V3sx+1=V3oux+1=-vV3&x=-1+V3oux=-1-V3.

Les points d’intersection de (F) et 27 sont les points C (—1 —/3, 0) et D (—1 +1/3, O).

e Soit M(—1,y), y € R, un point de %, puis z = iy affixe de M.
Me(F)e|-T+iy+1l=V3&liy=V3elixhyl=vV3ehy=v3cy=—v3ouy=—V3.

Les points d’intersection de (F) et %, sont les points A (—1, \/§) et B (—1,—\/?).

Finalement, les points d’intersection des ensembles (E) et (F) sont les points A (—1, \/3;), B (—1 , —\/§), C (—1 — /3, O)

et D (—1 +\5,0).

Remarque. On devait obtenir au moins les points A et B car par exemple, d’apres 2),

f(za) €R {f(ZA)ER = A e (E)N(F).

f(ZA)=5:>{f(ZA)_3_3 f(za) — 8/ =3
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