Nouvelle Calédonie 2013. Enseignement spécifique

EXERCICE 2 : corrigé
Partie A

Tableau complété.

K 1% u \%
0 2 10
1 2 14/3 8
2 14/3 52/9 43/6

Partie B

1) a) Soit n un entier naturel.

Un +3vn 2up +vn 3 (un +3vn) —4(2uny +vn)  —Sun +5vp

Vn4+l —Un41 = 2 3 = 12 = 12

5
b) D’aprés la question précédente, la suite (wy) est géométrique de raison q = VR De plus, wog =vg—ug = 10—2 = 8.

On sait alors que pour tout entier naturel n,

n 5 "
Wn =Wp X g _8><<]—2) .

Pour tout entier naturel n, w, = 8 x (

2) a) Soit n un entier naturel.

2u, +vn 2un +vn —3Uun va—un, Wy

Un+1 — Up = 3 —Un = 3 - 3 _T'

D’aprés la question précédente, pour tout entier naturel n, w,, > 0 et donc pour tout entier naturel n, w47 —u, >0
ou encore, pour tout entier naturel n, u, 11 > uy,. Ceci montre que la suite (1, ) est croissante.

Soit n un entier naturel.

Un + 3vn C Un +3Vvn—4vn Un— Vg Vi — Un Wn

Vn+1 _Vn:74 —Vn = ) = )

4 4 -
Pour tout entier naturel n, w,, > 0 et donc pour tout entier naturel n, v+1 — v, < 0 ou encore, pour tout entier
naturel n, vp11 < vip. Ceci montre que la suite (vy,) est décroissante.

La suite (u,) est croissante et la suite (vy,) est décroissante.

b) Puisque la suite (u,,) est croissante, pour tout entier naturel n, on a u, > up ou encore pour tout entier naturel
n, un = 2.

Puisque la suite (v,,) est décroissante, pour tout entier naturel n, on a v,, < vp ou encore pour tout entier naturel n,
v, < 10.

Puisque pour tout entier naturel n, on a w, > 0, pour tout entier naturel n, on a v, > un.

Par suite, pour tout entier naturel n, w,, < vy < 10 et en particulier u, < 10. De méme, pour tout entier naturel n,
2 < un < vp et en particulier vy, > 2.
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Pour tout entier naturel n, u, < 10 et vy > 2.

c) La suite (un) est croissante et majorée par 10. Donc la suite (u,) est convergente. De méme, la suite (vn) est
décroissante et minorée par 2. Donc la suite (vy,) est convergente.

3) Posons { = lim up et & = lim vy.

n—+oo n—+oo

. 2un +vn . e
Pour tout entier naturel n, up41 = —3 On fait tendre n vers +oo dans les deux membres de cette égalité et

204+ ¢
+ ou encore 3¢ = 2{ + £’ et donc { = (.

on obtient { =

On a montré que les suites (un) et (vn) ont la méme limite.

4) Soit n un entier naturel.

2un +vn 4 Un + 3vn

3 ) =2Un +Vn +un + 3vn

thi1 =3Un1 +4vn =3 X

=3un +4v, = tn.
Dong, la suite (tn) est constante. On en déduit que pour tout entier naturel n,
th =to=3up+4vo =3 x2+4 x 10 = 46.

46
Ainsi, pour tout entier naturel n, 3u,, +4v,; = 46. Quand n tend vers 400, on obtient 3¢ 4+ 4¢ = 46 ou encore { = =

On a montré que

lim uy, = lim vy, =—
n—-+4oo n—-+4oo
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