France métropolitaine 2013. Enseignement de spécialité

EXERCICE 4

1) Soit n un entier naturel. Le nombre de personnes habitant la ville Pannée 2013 + .+ 1 est obtenu en retranchant
au nombre vy, de personnes habitant la ville 'année 2013 4+ n, 5% de ce nombre puis en ajoutant 1% du nombre ¢y,
de personnes habitant la campagne 'année 2013 + n. Par suite,

Vil = (vn —0,05v,) +0,01¢cy = 0,95v, 4+ 0,01cy,.

De méme,
Cnt1 = (cn —0,01cy ) + 0,05v, = 0,05v,, +0,99,.
Pour tout entier naturel n, vy = 0,95v, + 0,01c, et cn1 = 0,05v, + 0,99, . I
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On en déduit que la matrice P est inversible et que
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¢) Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, A™ = PD"P .

e Puisque D = P~ 'AP, on a encore PDP~! = PP~ TAPP~! = IAl = A et donc I’égalité & démontrer est vraie
quand n = 1.
e Soit n > 1. Supposons que A™ = PD™P~! et montrons que A™! = pD™+1p—1,

AT = AT A
= PD"P~' x PDP™!' (par hypothése de récurrence)
=PD"IDP ' =PD"DP ' =PD""'p .

On a montré par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, A™ = PD"P~!.
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4) Puisque —1 < 0,94 < 1, on sait que lim 0,94™ =0. On en déduit que

n—-+oo
. 1 250 000
lim vy ==(vo+co) = )
n—-+oo 6 6

puis

lim cp = lim (250 000 —vy) = 250 000 — 250 000 = 5 x 250 OOO.

n—-+oo n—-+oo 6 6

A long terme, environ un sixiéme de la population globale (c’est-a-dire un sixiéme de 250 000 personnes) habitera en
ville et les cing sixiémes restants habiteront & la campagne.
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