Pondichéry 2012. Enseignement spécifique

EXERCICE 3 : corrigé

1) a) Soit n € N. La fonction fy, est continue et positive sur [0, 1]. Donc, I, est I'aire du domaine du plan 2,, délimité
par les droites d’équations respectives x = 0 et x = 1 d’une part, I’axe des abscisses et la courbe représentative de la
fonction f;, d’autre part.

Il semble que pour chaque entier naturel n, le graphe de f;, soit au-dessus du graphe de f,, ;1 sur [0, 1] et donc que
I'aire du domaine %, soit plus grande que ’aire du domaine Z,, 1.

En résumé, il semble que pour tout entier naturel n, I,, 1 < I, ou encore, il semble que la suite (I,,) soit décroissante.

b) Soit n € N.

1 e X 1 e—(n+1)x 1 e X e—(n+1)x
Ih — Ty = J' dx —J' — dx = J < ) dx (par linéarité de 'intégrale)
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Soit x € [0,1]. Onae ™ >0 et > 0. Ensuite, —x < 0 et donc e * < 1 puis 1 — e * > 0. Finalement,

e "™ (1—e ™)

> 0.
1+x

e (1 —e X)

Ainsi, pour tout réel x de [0, 1],
T+x

e . , Temnx(1—e )
Par positivité de l'intégrale, on en déduit que J _

dx > 0 ou encore que I, — I1+1 = 0 ou enfin que
0 1T+x

In—H < In-

On a montré que pour tout entier naturel n, I, 11 < I;; et donc que

la suite (I,,) est décroissante.

1
2) a) Soit n € N. Soit x € [0,1]. Alors 1 +x > 1 puis T < 1. En multipliant les membres de cette inégalité par le
X
réel positif e™™*, on obtient
e*TlX < einx
T+x
] e—TLX
En multipliant les deux membres de 'inégalité i < 1 par le réel positif T x on obtient aussi
X X
e—nx e—nx

< .
(1+x)2 " 14x

Enfin, > 0 et on a montré que

e
(1+x%x)2

e—TLX e—TLX

pour tout n € N et tout x € [0,1], 0 < < <e M

b) D’aprés la question précédente et par positivité et croissance de l'intégrale, pour tout entier naturel n on a

1 e X 1 e X 1
Ogjmdxgj ngJeinde.
0

Mais pour tout entier naturel non nul n,

0 - n B B '

En résumé, pour tout entier naturel non nul n,
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1—e ™™

n
1
On sait que lim e ™= lim e* =0 et d’autre part, lim — =0. Parsuite, lim —(1—e ™) =0x(1—0)=0.
n—-+oo X——o0 n—+oco N n—+oco N

1
Les inégalités (*) montrent que pour tout entier naturel non nul n, on a 0 < I; < —(1 — e ™). Le théoréme des
n

gendarmes permet alors d’affirmer que la suite (1) converge et que

lim I, =0. I
n—-+oo

Les inégalités (*) montrent aussi que pour tout entier naturel non nul n, on a 0 < J,, < I;. Le théoréme des gendarmes
permet alors d’affirmer que la suite (J,,) converge et que

=0

3) (a) Soit n un entier naturel. Pour tout réel x de [0, 1], f(x) = e ™ x

1
14 x

fn est dérivable sur [0, 1] et pour tout réel x de [0, 1],

fl(x) = (—n)e ™ x ! +e ™ x <—

‘l e*TlX e*TlX
T+x ) -

0+%2) " ™M+x (0+x2 —nfn(x) — gn(x).

b) Soit n > 1. En intégrant I’égalité précédente et par linéarité de I'intégrale, on obtient

1 —nx 1 —nXx 1
e e
_Tl.In — ITL = —TLJ'O Trx dx — J'O m dx = J'O (—nfn(x) - gn(X)) dx

L e " 1 e "
Ainsi, —nl, — ], = — - 1 ou encore I, = o 1— — - Jn |- On a montré que
. 1
pour tout entier naturel non nuln, I,, = — [ 1
n
e*ﬂ.
b) Pour tout entier naturel non nul, nl, =1 — —— —J;;. Puisque lim e ™ =0et que lim J, =0 (d’apres la
2 n—-+oo n—-+oco

question 2)b)), on en déduit que

lim nl,=1. I
n—-+oo
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