Centres étrangers 2012. Enseignement spécifique

EXERCICE 2 : corrigé

1) a) La fonction G; est dérivable sur R et pour tout réel x,

1 1
Gi(x) = 5 X (xz)le"2 =35 X 2xe*” =xeX’ = g1(x).

Donc la fonction Gy est une primitive de la fonction g7 sur R.

1 1
1 1 1 —1
b) I = Jo xeX dx = {Ee"zh = Ee] — Eeo = ¢ 5
e—1
L = 5
c¢) Soit n un entier naturel non nul. Pour tout réel x,
1 1
hne1 (x)Gy(x) =x™FT x zexz = Ex“”e"z.

Par suite, pour tout réel x,

1 1
(n+ 1)x“eXZ + Ex”“ X (Zx)e"2 —x 2’ n—; XX = gni2(x) + nTgn(x).

N —

(hn1G1)' (%) =
d) Intégrons l'égalité précédente. Par linéarité de l'intégrale, on obtient

1 ! 1! ! 1
Lo+ %In = J X2 dx + % J XX dx = J (x““eXZ + %x“exz) dx
0 0 0

1 1
= [ (1617 () ax = B ()G 1] = [x““ < %e]

0 0
:]n+1xle1
2
1
= 5e
On a montré que
1 1
pour tout entier naturel non nul, I,,,» = Ee — %In
e 1+1 e e e—1 1 e 3+1 e 1 e—2
)l=hp=g-—7-h=g-h=3-—F—=getlh=3-—-h=5-2x7=—
1 e—2
Ig—zet Is = 7
2) n prend sucessivement les valeurs 1, 3, 5, ..., 19.
1 141
e Quandn=1,u=1 puis,comme]<21,u=ze— * Iy =13 puis n = 3.
1 3+1
oPuisquen:3<21,u:ze— _; I3 =15 puisn=>5.
1 17 4+1
e Puisquen=17 <21, u=-e— i I17 =119 puis n = 19.
) 1 1941 . . .
e Puisque n=19 <21, u= Ee - I19 = I37 puis n = 21 et lalgorithme s’arréte.

Finalement,

en sortie, on obtient I7. I
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3) a) Soit n un entier naturel non nul. Pour tout réel x de [0, 1], xmeX” > 0. Par positivité de I'intégrale, on en déduit
1

2
que J x™e* dx > 0. On a montré que
0

Pour tout entier naturel non nul n, I,, > 0. I

b) Soit n un entier naturel non nul.

1
Ty — Lna :J xveX” dx—J

— X! exz) dx (par linéarité de l'intégrale)
0 0

1
:J x™(1 —x)eXZ dx.
0

1
Or, pour tout réel x de [0, 1], x™(1 — x)e"2 > 0 et donc J x™ (1 — x)eXZ dx > 0 par positivité de I'intégrale ou encore

0
In—=Inp 20

On a montré que pour tout entier naturel non nul n I, —I,,41 > 0 ou encore pour tout entier naturel non nul n
Iht1 < I, et done

la suite (I,,) est décroissante.

c¢) La suite (I,) est décroissante et minorée par 0. On en déduit que la suite (I,) est convergente vers un réel £ positif
ou nul.

e mn—1
4) Supposons { > 0. D’aprés la question 1)c), pour tout entier naturel supérieur ou égal a 3, I, = 5~ Tln,z.
n—1
Puisque lim I, > =€ >0, on en déduit que lim ——I,_, = +oo puis que
n—+oo0 notoo 2
e n—1
lm In,= lim -——I4_2=—00.
n—-+oo n—-+o0 2

Ceci est une contradiction et donc £ = 0.

lim I, =0. I
n—-+oo
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