Antilles Guyane 2012. Enseignement spécifique

EXERCICE 3 : corrigé
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2) a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, u, > 0.

1
® U] = z > 0.
. n+1
e Soit n > 1. Supposons que uy > 0. Alors up 1 = z—un > 0.
n

On a montré par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, u,, > 0.
b) Soit n € N*. On sait que u,, # 0 puis

Un 1 :n+1 < n+n:

< 1.
Un 2n 2n

Puisque u, > 0, on en déduit encore que Up+1 < Un.

On a montré que pour tout entier naturel non nul n, uny7 < U, et donc la suite (u,) est décroissante.

La suite (un) est décroissante.

c¢) La suite (uy) est décroissante et minorée par 0. Donc la suite (un) converge vers un réel positif ou nul.

La suite (uy) est convergente vers un réel positif ou nul.
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Donc la suite (vy,) est géométrique de premier terme v; = 5 et de raison q = 7
b) On sait alors que pour tout entier naturel non nul n,
1T /™
vp=viqv ' ==-x (= =_—.
n=viq 2 <z) n
. . n
Mais alors, pour tout entier naturel non nul n, u,, =nv,, = In
. n
Pour tout entier naturel non nul n, u,, = In
i Inx . . . i . Inx
4) a) Pour tout réel x > 1, f(x) =x [ —In2 4+ —— ). D’aprés un théoréme de croissances comparées, lim — =0.
X X—+oco X
Inx
On en déduit que lim —In2+ — = —In2 < 0. Comme d’autre part lim x = +o0,
X—+00 X X—+00
. . Inx
lim f(x)= lim x{—In2+— ) =—c0.
X—+00 X—+00 X

b) e Soit n un entier naturel. In (2™) =nlIn2 et donc 2™ = e™n2,

e On sait déja que la suite (uyn) converge car la suite () est décroissante et minorée par 0. Ensuite, pour tout entier
naturel non nul n,
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D’aprés la question précédente, lim f(n) = —oo et donc
n—-+oo
lim un= lim e™ = lim eX=0.
n—+oo n—+oo X——o00

lim u, =0.
n—-+oo
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