Polynésie 2011. Enseignement spécifique

EXERCICE 4 : corrigé
Partie A

—
1) Notons (x,y,z) les coordonnées du point K dans le repére (D, DA, lﬁ, ﬁ)l .
— —
Le point D a pour coordonnées (0,0,0). D’autre part, puisque ﬁ =DA+ ﬁ + ﬁ =1DA+1 lﬁ +1 ﬁ)l, le point
F a pour coordonnées (1,1,1).
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L’égalité FK = gFD fournit ¢ y—1= —3 etdoncx=y=z= 3
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Les coordonnées du point K sont (5, 3 g)

_)
2) Daus le repére (D, D_A), ﬁ, ﬁ)l), le point E a pour coordonnées (1,0, 1). Donc le vecteur EK a pour coordonnées

(—%, %, —%) et le vecteur ﬁ a pour coordonnées (1,1,1) puis

_)
On a montré que les vecteurs EK et ﬁ sont orthogonaux et donc que

les droites (EK) et (DF) sont orthogonales.
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Partie B

1) Notons V le volume du tétraédre EMFD. La projection orthogonale du point D sur le plan (EMF) est le point H.
Donc

aire de (EMF)

VZ%XDHxairede (EMF) = 3

Ensuite, si My est le projeté orthogonal du point M sur le segment [EF], on a MMy = EH et donc

EF x MM EFxHE 1
aire de (EMF) = ><2 0 _ z =3

Finalement

2) Dans le repére (D,D_A), ﬁ, m), le point D a pour coordonnées (0,0,0), le point F a pour coordonnées (1,1,1)

et le point M a pour coordonnées (0, m, 1).

Le vecteur Dm a pour coordonnées (0, m, 1) et le vecteur ﬁ a pour coordonnées (1,1, 1). S’il existe un réel k tel que
Dm = kﬁ alors nécessairement 0 =k x 1 et aussi 1 =k x 1 ce qui impose k = 0 et aussi k = 1. Ceci est impossible

et donc les vecteurs Dm et l?F) ne sont pas colinéaires ou encore les points D, F et M ne sont pas alignés. Les points
D, F et M définissent donc un unique plan.

Soit & le plan d’équation (—1+ m)x +y —mz =0.

e(—14+m)xp+yp—mzp =(—14+m)x0+0—-mx0=04+0+0=0. Donc D € £.
e (—T+mxm+ym—mzpm =(—1T4+m)x0+m—mx1=0+m—m=0. Donc M € L.
e (—1T+m)xp+yr—mzp=(—T4+m)x1+1—-mx1=—-T4+m+1—m=0. Donc F € &.

En résumé, les points D, M et F appartiennent & &2 ce qui montre que £ est le plan (MFD) ou encore que

une équation cartésienne du plan (MFD) est (—1 4+ m)x +y — mz = 0.
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3) a) Un vecteur normal au plan (MFD) est le vecteur =1+ m,1,—m).
La perpendiculaire (A) au plan (MFD) passant par E est la droite passant par E(1,0,1) et vecteur directeur
=1+ m, 1,—m). Un systéme d’équations paramétriques de (A) est donc

x=14+(m—1)t
y=t , teR.
z=1—mt

Le point E’ est le point d’intersection de (A) et du plan (MFD).

Soit N(1T + (m — 1)t,t,1 —mt), t € R, un point quelconque de (A).

NeMMD)& m-NT+m-1t)+t) —-m(l-mt)=0& [(m—1>+1+m?Jt+m—1-—m=0
1
(m—1)2+14+m2’

Slm-1+14+m?t=16t=

car (m—1)2+1+m? > 1 et en particulier, (m —1)2 +1+m? #0.
1 m—1 1 1 m
(m—1)2+1+m? MmM—12+14+m2’ (m—-12+14+m?’ (m—-12+1+m2 )
- . m—1 1 m
b) Le vecteur EE’ a pour coordonnées (1 + 12 1 m? -1, (m—1)2+1+mz’] TR T me —1)
m—1 1 m
m—12+T+m2’ (m—-12+14+m2" (m—1)2+1+m?2

Quand t = , on obtient E’ (1 +

ou encore ( ( . Donc,

1 1 1
dm =EE' = m—12+12+(—m)? = = .
(m—1)2+1+m2\/( ) (=m) Vim—=124+14+m2  V2m?2-2m+2
Pour tout m de [0, 1], dp = ——
V2m? —2m +2

c) La distance d,, est maximale si et seulement si 2m? — 2m + 2 est minimal.

Pour tout réel m de [0, 1],

2mzzmz—2mzm1—zm]z]21—zm]23
_+(_+)<_E>_<E>+<_E)+Z
1\* 3

1
Par suite, pour tout de m € [0,1], 2m? —2m + 2 >

V3/2

ou encore si et

L . 1T .
avec égalité si et seulement si m = 7 puis di, < avec

1
2

N W

1
égalité si et seulement si m = 7 En résumé, la distance d,, est maximale si et seulement si m =

seulement si M est le milieu du segment [HG].

La distance d,, est maximale quand M est le milieu de [HG].

1 1
une équation du plan (MFD) est _EX +y— EZ = 0 ou encore x — 2y + z = 0. Tout d’abord,
2

2
3 2 x 3 + 3= 0 et donc le point K appartient au plan (MFD).

Ensuite, un vecteur normal au plan (MFD) est le vecteur T de coordonnées (1,—2,1). D’autre part, d’aprés la question

1
¢) Quand m = i

XKk —2Yyk +zx =

— 12 1 — 1 —
A.2), les coordonnées du vecteur EK sont (—g, 3 —§> Par suite, EK = —gﬁ et en particulier, EK est un vecteur

non nul colinéaire & T ou encore le vecteur EK est un vecteur normal au plan (MFD).
—
En résumé, le point K appartient au plan (MFD) et le vecteur EK est orthogonal au plan (MFD). On en déduit que

quand d,, est maximale, le point K est le projeté orthogonal du point E sur le plan (MFD).
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