Polynésie 2011. Enseignement spécifique

EXERCICE 1

1. VRAI
2. VRAI
3. FAUX
4. VRAI
5. VRAI

Justification 1.

e OA = |zao| = |2 —5i] = /22 + (=5)2 = V/29.
e OB = |zg| = |7 — 3i| = /7% + (—3)%? = V/58.

e AB =|zg —za| =|(7—31) — (2 —=51)| = |5 + 2i| = V52 + 22 = V/29.

Donc, AB = AO et le triangle OAB est isocéle en A. De plus, AO? + AB? = 29 + 29 = 58 = OB? et d’aprés la
réciproque du théoréme de PYTHAGORE, le triangle OAB est rectangle en A.

Finalement, le triangle OAB est rectangle et isocéle en A. La proposition 1 est vraie.

Justification 2. Posons z = x + iy ol x et y sont deux réels.

lz—il=lz+ 2 x+ily—1DP =x+ily+2P ex*+y—-12=x>+(y+2)?

1
Syr-2y+1=y*+4y they=—3.

(A) est donc une droite paralléle a I'axe des abscisses qui est I’axe des réels. La proposition 2 est vraie.
Justification 3.
1 .
203203 (54 31) =28 con () o 1 (7)) - 2.

Ensuite, si n est un entier naturel non nul,
. 3n 3n | 3n
Z3n _ (2\/3_)6171/6) — (2\/3) el3n7‘[/6 _ (2\/3) elnn/z'
En particulier, si n = 2, on obtient

26 = g3%2 _ (2\/3;)3“ ei2m/2 _ _ (2\/§)6

qui n’est pas un imaginaire pur. Donc la proposition 3 est fausse.
Justification 4. Un nombre complexe non nul d’argument — est un imaginaire pur de partie imaginaire strictement
positive. Posons z = iy ou1 y est un réel strictement positif.

elit+zl=[ily+1)|=lilxly+Tl=y+Tcarlii=Tetcary+12=0.
el+zl=T+4+iyl=1+ixyl=y+Tcarlii=1et cary > 0.

Donc i+ z| = 1 + |z| et la proposition 4 est vraie.

Justification 5. Soit z un nombre complexe de module 1. Il existe un réel 8 tel que z = e'®. Alors

1
(el9)2

1 . . )
2% + 2= (e'9)? + = e?% 4 7210 — ¢05(20) + isin(20) 4 cos(20) — isin(20)

= 2cos(20).

1
Donc z2 + — est un nombre réel et la proposition 5 est vraie.
z
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