Correction devoir surveillé n°9

Exercice 1
1) Pourn €N
1 1 1 1
Vpe1 =Upp1 —6=zuU,+4—-6=-w, +6)—2=z-v,+2-2=|zv,
3 3 3 3
Ceci montre que (v,,) est géométrique de raison % et de premier terme vy = —5.

2) Pourn €N, v, =v, X(%)n = —5(%)71 etu, = v, + 6 donc|u, = 6—5><(§)n

3) Comme —1< % < 1, on a que la limite de (v,,) est nulle. Comme u,, = v,, + 6, on peut donc dire que (u,)

est convergente vers 6.

Exercice 2

1) f:xH%(x+%) X 0 V2 +00

Si de f' - 0
f est définie et dérivable sur ]0; +oo[ et igne de f'(x) +

, 1 L 2 1 x%-2 Variations de \ /
= — —— ==X
f') 2 ( x2) 2 x2 f NG

Le dénominateur est strictement positif donc

f' est du signe de x2 — 2 qui s’annule en V2.

1 2 1 242 2

F(V2) =5(VZ+ =) =5 x == =2

(v2) 2 V2! 20 V2 2
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a. Montrons par récurrence sur n non nul que u,, > V2.

e s . s 1(1 9
Initialisation : montrons que la propriété est vraie au rang 1, c’est-a-dire que u; > v2.Oru; = E(E +2x 2) ==
doncu; > V2.

Hérédité : on suppose que la formule est vraie pour un rang n non nul, c’est-a-dire que u,, > v/2 et on veut montrer
que la propriété est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire que U1 = V2.
Oru, = V2, et f est croissante sur [\/z +oo| donc f(u,) = f(\/i) soit Upyq = V2.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, |u,, = V2| pour tout n non nul.

b. Montrons par récurrence sur n que U, < U, pourn > 1.

e 9 1(9 4 1_ (81 , 32 113
Initialisation : u; = Jetux = E(Z+ 2 x;) ==X (§+§) = Hdonc Uy < Uy

2



Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, u,, .1 < u,.On veut montrer u, ;, < Up4q OF

Ups1 < Uy donc f(upy1) < f(uy) car f est croissante sur [\/f, +oo[ donc Uy 4y < Upys.

Conclusion : d’apreés le principe de récurrence, pour tout entier natureln > 1, on a u, 1 < u, donc (u,) est
décroissante a partir du rang 1.

c. Pourn =1, (u,) est une suite décroissante et minorée par V2 doncfelle converge|.

3) Onnote [ la limite de (u,,). Comme f est continue sur |0; +oo[ car dérivable, en passant a la limite :

l= %(l + %) Résolvons cette équation dans ]0; +oo].

1 2 x2 42
x=z(x+;)<:)2x= " o2xl=x+2ex?=2ox=vV2oux=—V2

Oru, =2 donc|(un) converge vers \/E‘

Exercice 3

1) Onva démontrer par récurrence surn € N que la propriété B, : 0 < v,, < u,, est vraie.
Initialisation : on veut montrer que B, est vraie au rang 0, c’est-a-dire que 0 < vy < ugoruy = 2 et vy = 1 donc
c’est évident.
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, P, est vraie, c’est-a-dire 0 < v, < u,
On veut montrer que P,,; 1 est vraie, c’est-a-dire 0 < v,,11 < Upyq

Orv,41 = \Ju,v, doncv,, 4 > 0.
2
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Conclusion : d’apres le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, [0 < v, < u,|.

Untv Unt+v,—2u Un—u N . s 7
2) Pourne€N:uyq — U, = % — U, = '2‘ L= ”2 ™ < 0 d’apres la question précédente.

De plusuyyq — Vpyq = > 0 ce qui montre que V41 < Upiq-

Donc (uy,) est décroissante.

vn+1—vn=,/unvn—vn=\/v_nx(\/u_n—\/v_n)or\/v_n>0et\/u_n—\/v_n>Ocarun>un

donc (v,) est croissante.

3) PourneN:
u, +v, Uy, —V, U,t+tVv,—UuU,+v,

1
Un+1 = Vn+1 _E(un — Vp) ZT_ UnVUn — 2 = 2 T A UnVn = VUp = [ UnVp
=\/v_n><(\/v_n—\/u_n) or\/v_n>0et\/v—n—\/u—n<0carvn<un.Donconabien

1
Un+1 — Vnt1 — E (un - Un) < Oetdoncuyss — Vpp1 < E(un — Up)

4) On considere la suite w,, = u,, — v, pour n € N. D’apres la question précédente, w,,; < >Wn

. 1\ .
Par récurrence surn € N, on va montrer que P, : w,, < (E) est vraie.
Initialisation : on veut montrer que P, est vraie au rang 0, c’est-a-direquewy < lorwyg=uy—vy=2—-1=1
Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, B, est vraie, c’est-a-dire w, < (E)

. o 1 n+1
On veut montrer que P est vraie, c’est-a-dire w <|=
n+1 n+1 2

1 1 1\ 1\l
Orwpip < SWn = o X (E) etdoncw,,;; < (E)

. . - . . 1\"
Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel n, w,, < (E)

1 . 1\
Comme —1 < 3 < 1, la limite de (E) est donc nulle.

1\" . s
Comme 0 < w,, < (E) , d’apres le théoréme des gendarmes, (w,,) converge vers 0.

Ceci montre que la limite de (u,, — v,,) est nulle. De plus, (u,) est décroissante et (v,,) est croissante. Donc (u,,) et
(vy,) sont adjacentes.



