Correction devoir surveillé n°5

Exercice 1
1)

a. z2—4V3z4+16=0:A= (—4\/—)2 — 4 X 16 = —16 donc I'’équation a deux solutions complexes
conjuguées : z; = 4\/—;41 =23 +2ietz, = 2¢/3 —2i.D'ou|S = {2\/—+ 2i;24/3 — 21}

b. Pourz; :|z;| = fZ\/_) +22 =12 + 4 =[4]

cos(6,) = T S E

) 12 donc a I'aide d’un cercle trigonométrique, on a |arg(z;) = % [27]
sin(6,) = 275

cos(6,) = 2\/— S
2 21 donc a I'aide d’un cercle trigonométrique, on a |arg(z,) = —% [27]
sin(fz) = -2 = —3

Pour z, : |z,| = [4]et

2)
a. P(—4i) = (—4)% +4(i —V3) x (—4)? + 16(1 — iV3) x (—4i) + 64i
= —64i% + 4(i —V3) x 16i%2 — 64i(1 — iV3) + 64i = 64i — 64(i — V3) — 64i + 64i%V3 + 64i
= —64i + 64+/3 — 643 + 64i = 0 donc —4i est bien solution de P(z) = 0.
b. Pourz €C
P(z) = (z + 4i)(az? + bz + ¢)
o 2% +4(i —V3)z2 +16(1 — iV3)z + 64i = az® + (b + 4ai)z? + (c + 4bi)z + 4ic

a=1
b + 4ai = 4(i —3) a=1
& {p = —4+/3 donc|P(2) = (z + 4i)(z% — 43z + 16
¢ +4bi = 16(1 — iV3) Czlf =1 X )
4ic = 641

c. P2)=0oz4+4i=00uz?—-4V3z4+16=0 z=—4iouz=2vV3+2iouz=2v3—2i
en utilisant la question 1. Finalement [S = {—41’; 2V3 + 2i; 2V3 — Zi}

3) zz=2V3-2i= 46_? d’aprés la question 1b.
L3T[

(z3)3=43%xe 6 = — 64¢”z = 64 (cos (— —) + isin (— —)) = —64i donc (z3)3 est imaginaire pur.
2
i12m
(23)12 =412 x e7 6 = 412721 = 412 donc (z3)'? est bien un réel.
Exercice 2

1) Z=(—\/§+i)2><(1—i)=(3—2i\/§—1)(1—i)=(2—2i\/§)(1—i)
=2—2i—2iV3-2V3 =(2(1-+3) - 2i(1+3)

NE
cos(6,) = ——
2) Pourzy:l|z;|=+v3+1=|2]et ! 12 et avec un cercle trigonométrique, |arg(z;) = — [271]
sin(6,) = 3
cos(6,) = L _ 2
H===X
Pourz,:|z;| =vV1+1= et ‘F Zﬁet donc|arg(z;) = —% [27]
sin(Gz) = —\/—7 = —?
3) 12 = |22 X 2,| = |z |? X |2,] = 22 x V2 =[42]
50 mw 5m mw |(17n
arg(Z) = arg(z? x z,) = arg(z?) + arg(z,) = 2 arg(z,) + arg(z,) = 2 X < 1-3 1°12 [27]




177 Re(z) _ 2(1—/3) _ |V2(1-V3)
cos|—) = = =
4) Onadonc ( 12 ) I "2 -
. (17_7r) _1m(2) _ 2(1+V3) _ [V2(1+v3)
SIM\77) = 1zl ~ avz 4
Exercice 3

On considere la forme algébrique de z : x + iy avecx,y € R:
f@)=@+iy)?—2(x+iy) +1—-2(x —iy) + (x — iy)?
=x2+ 2ixy —y? — 2x — 2iy + 1 — 2x + 2iy + x? — 2ixy — y*?
=2x%2—4x—2y*+1

Donc f(z) est bien un réel.

Exercice 4
po_ A+i42 3+ BHDX(-) _ra 53
1) ZB T e+ 1 ix(eD =[1-3
2) Pourzii:z’=i(:>£=i(:>z+2=i(iz+1)(:>z+2=—Z+i<:)22=—2+i<:)2=—1+%i

Donc le point C d’affixe|—1 +%i a pour image le point A d’affixe i.

3)
a. z=x+liyavecz #i:
,  x+iy+2  (x+2+iy)A-y—ix) x—xy—ix*+2-2y—2ix+iy—iy*+xy
z Cilx+iy)+1 Q-y+ix)A-y—ix) (1—-y)?+x?
., x—2y+2 | —x*-2x—y*+y
z = +1iX
(1—y)* +x? (1—y)* +x?
b. Pourz # i,

1
—2y+2=0 =_
z’EiR@Re(z’):O@{x 3; ) (:)y—zx+1
A=y)*+x“#0 iy

L’ensemble E est donc la droite d’équation y = %x + 1 privé du point A d’affixe i.

c. Pourz #1i,
x2+2x+y2—y=0

"eRe | ! =0<:>{
z mz) (1—-9)2+x%#0
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F est le cercle de centre C d’affixe —1 + %i et de rayon g

lprivé du point A d’affixe i| N /
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